Les pol(n,m)-algèbres: identités polynômiales symétriques dans des algèbres  by Alcalde, M.T. et al.
Les Pol(n, m)-Alghbres: Identith 
PolynBmiales Sym&riques dans des Alg&bres* 
M. T. Alcalde et C. Burgueiio 
Departamento de Matemciticas y Estadistica 
Facultad de Ingenen; 
Universidad de la Frontera 
Casilla 54-D, Temuco, Chile 
et 
C. Mallol+ 
D&partement de Mathdmatiques et lnformutique 
Universitg de Montpellier III 
B.P. 5043 
34032 Montpellier 1, France 
Submitted by Richard A. Brnaldi 
ABSTRACT 
Symmetric polynomial identities arise in several algebras. In this work we study 
nonassociative, noncommutative algebras verifying these kinds of identities. The 
equivalence between these algebras and algebras satisfying particular monomial 
relations (in which a linear form appears) is proved. We thus present simplified 
definitions of some classical baric algebras, for instance, Bernstein’s algebras. 
1. INTRODUCTION 
Quand on travaille avec des alg2bres pond&&es, non nhcessairement 
commutatives ni associatives, vhifiant des kquations concernant des puis- 
* Subvention6 par la Cooperation Fransaise, FONDECYT-Chile (165-91) et D.I. 
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sances (pleines ou pas), telles les algebres constantes, quasi-constantes, de 
Bernstein ou autres [4, 71 on voit apparaitre, par des techniques de polarisa- 
tion, des relations entre polyn6mes symetriques de degres differents con- 
cemant des elements de poids 1. Ainsi, par exemple, dans les algebres 
constantes d’ordre 3 (cas commutatif), definies par x3 = w(X)3e, on a la 
relation $[ X( yz) + y( zx) + z( xy)] = e; de mzme, dans celles de Bernstein 
d’ordre 1, definies par x i31 = o(x)~x’, 0; xt31 = (x2)‘, on trouve la relation 
(xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(zy) = ;[Xy + XZ -t xt + yz + yt + ztl. 
Lid&e de ce travail nous est apparue quand nous nous sommes in&es&s 
B des algebres qui avaient des systemes generateurs v&ifiant des identites de 
ce type: il s’avere que la difference de degre des polyn6mes en question, 
entraine, de faGon equivalente, l’existence dune forme linkaire qui est Ii&e a 
une relation de puissances. Dans ce travail, nous nous proposons d’aborder le 
lien etroit entre ces situations et les considerations de structure qui en 
resultent. Ainsi, dans plusieurs cas, on montre que la forme lin&ire est une 
pond&ration (c’est-B-dire, multiplicative) et ceci est, en general, en rapport 
avec l’existence d’idempotents non triviaux. De m6me, dans certains cas, il 
apparait une relation forte entre le degre des polyn6mes et la dimension de 
l’algebre. 
2. PRkLIMINAIRES 
Dans ce qui suit, nous montrerons a l’aide dun exemple lid&e g&kale 
que nous presentons dans le paragraphe suivant. Afin de simplifier l’ecriture, 
nous le ferons dans un cas commutatif. 
Soient K un corps de caractkistique nulle et A une K-algebre. 
Nous allons montrer le fait suivant: l’existence dun ensemble de ge- 
nerateurs G de A tel que r(yz) + y(zr) + z(xy) = xy + xz + yz, VX, y, 
z E G est equivalente i l’existence dune application lineaire non nulle 
w : A -+ K tel que x3 = w(x)x”, Vx E A. 
En effet, si G est un tel ensemble, soient ( ri)l G id p une base de A 
form&e par des elements de G et w : A + K l’application linkire definie par 
w(xJ = 1. 
Soit x = C,,iGp aixi un element de A. Nous avons: 
OJiCtjO!k[ Xi( XjXk) + Xj( XkXi) + xk( lixj)] 
SYMMETRIC POLYNOMIAL IDENTITIES 
d’ou, en appliquant l’hypothese, 
215 
aiajauk(xixj + XjXk + XkXi) 
= c a,ajakxiXj = cuiffj”kXiXj 
l<i,j,k<p ) 
Reciproquement, comme w est non nulle, soit e E A tel que o(e) = 1. 
On pose G={e+tIt~Kerw). Comme A=Ke@Kerw, G est un 
ensemble de generateurs de A et, de plus, pour tout x E G, o(x) = 1. Soit, 
x, y, z E G. Par hypothese (x + y + zj3 = w(x + y + zxx + y + 2)‘. Le 
corps &ant infini, par polarisation nous obtenons x( yz) + y(w) + z(xy) = 
xy + xz + yz. 
Le lecteur pourra verifier sans probkmes que ceci fonctionne aussi bien 
dans le cas non commutatif, i.e., que dans les conditions &on&es ci-dessus, 
les situations x(yz> + x(zy) + y(zxI + y(xz> + z(xy) + z(yx> = xy + 
yx + x2 + 2x + yz + zy et xx2 = w( x)x2 sont equivalentes. 
3. LES PO&Z, m)-ALGkBRES 
Dans ce qui suit, nous parlons de mo&me en tant qu’ecriture formelle 
non commutative ni associative. 
DCFINITION 3.1. Soit M,(X,, X2, X3, , X,> un mon6me de degre 
(ou parenthesage B n lettres). On definit l’application de substitution: 
M, : A” --+ A par (x~,x~,x~,...,x,)~M,(x~,x~,x~~...,x,). 
n 
216 M. T. ALCALDE, C. BURGUENO, AND C. MALLOL 
Pour tout m > n, soit P,,, M, : A” + A l’application suivante: 
S, &ant le groupe symetrique d’ordre n, 
( 1 
1 
m m. 
n = n!(m -n)! 
et Z, = {1,2,. . , m}. 
REMARQUE 3.2. Comme il y a plusieurs mon8mes dune longueur don&e 
[par exemple, x(yz> et (xy>z si n = 3; x[y(zt)], x[(yz)t], (xyXzt) et 
d’autres si n = 4; etc.], la phrase “soit M,(X,, X,, X3, . . . , X,) un mon6me 
de degre n” peut paraitre ambigi_ie. Cependant, dans l’idee qui suit, la 
structure du mon6me n’intervient pas: seule la longueur joue un r6le. 
REMARQUE 3.3. L’application M, est par definition n-multilinkaire. De 
mgme, P, M, est une application m-multilin&ire symetrique. 
Lc polyn6me P,,, M, est le symktrique normalis associe i M, par rapport 
a m lettres. Ainsi par exemple, si M3( x, y, z> = x( yz), nous avons 
P4M3(x, y, z,t) 
=&Jx(yz) ++y) +x(yt) +x(ty) +x(d) +x(tz) 
+y(=> + Y(4 + Y(zt) + Ye> + Y(d) + YW 
+z( xy) + z( yx) + z( xt) + z(h) + z( yt) + z(ty) 
+t( xy) + t( yx) + t( yz) + t( zy) + t( XZ) + t( 2x)]. 
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REMARQUE 3.4. Soit Lo : A -+ Ak l’application d&ie par Lk( x) = 
(Xi)lzzi<k avec xi = x, 1 < i < k. Par multili&arit& now avons: 
Do&navant nous noterons: 
REMARQUE 3.5. Les prkisions d’&riture qui suivent sont nkessaires, 
en particulier pour la dkmonstration du th&or&me 3.8: soit c E A, fm&; 
nous conviendrons que pour tout entier k, M,,(x~)~ < i d k = c; de ce fait, 
Pm”ll(Xi)l<i<m = c. De mgme, nous conviendrons que +, : A + A est 
constante, L,,(X) = c pour tout x E A. 
PROPOSITION 3.6. 
(a) Pour tout m > n et pour tout x E A on a P, M,( L~( x)) = M,( L,( xl>. 
(b) Pour toute famille ( cri I1 ~ i ( p de K P et toute famille (xi I1 ~ i d p de AP 
on a: 
Dhwnstration. La premi&e affirmation dkoule directement de la 
dgfinition 3.1 et de la remarque 3.4. Quant i la dew&me partie, les fonctions 
M, et P,, M, &ant multilirkaires, il sufft d’appliquer (a) en prenant x = 
cl,i,p aixi. n 
PROPOSITION 3.7. Soit o : A -+ K une forme h&aire non r&e telle que 
pour tout x E A, M,(L,(x)) = o( x)“-“M,,( L,,( x)). Alors, pour toute famille 
(Xi)l<izsm de A” nous az?ons: 
Pm”m( ‘i)l,<i,cm = F ( 1 -’ c UC xi,+l) WC 'int2) 
(i, ,..., i,)U(i,+l,..., i,)=Z, 
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Dhnonstration. Soit ( xijl < i < m une famille de A”. Par hypothese on a: 
Comme K est un corps infini, on peut polariser et prendre de chaque 
c&e de l’egalite les termes ne contenant pas une repetition d’indices. D’une 
part, nous avons 
( remarque 3.4 et proposition 3.6) 
Or, comme P,,, M, est symetrique, les termes n’ayant pas de repetition 
sont tous egaux i P,,, M,(x,)~ G i $ m. Ainsi, du c&e gauche de l’egalite, nous 
obtenons par polarisation l’expression m! P,,, M,( xijl $ i < nl. 
Quant au c8te droit, nous avons: 
Or, par les mimes considerations de ci-dessus, pour un choix d’ensemble 
d’indices differents {il, i,, . . . , i,) nous avons n! termes P,,M,,(x~~)~~~~,,. 
Mais, le choix de l’ensemble {il, i,, . . , i,} determine son complementaire 
{i ' n+1,tn+2,~~., i,} et ceci produit (m - n)! termes w(x~,+~)w(x~,+,) se* 
w(ri,“), ce qui nous donne, pour le c&5 droit de la polarisation, l’expression: 
n!(m - n)! c w( ‘in+ ,) @( xi,+z) 
{i ,,..., iJU(i,+, ,.... i,,,)=I,, 
Ceci acheve la demonstration. 
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De la proposition pr&dente, nous obtenons sans difficult& 
COROLLAIRE 3.8. Soient (xijl d i ~ m une famille de A”’ et w : A + K une 
forme linhaire non nulle telle que M,( L,(X)) = o( x)~-“M,(L,( x)) pour tout 
x E A. 
(a> Si la famiZZe ( xiIl G i c m contient au wins n + 1 &ments de Ker w 
on a 
(b) Si o(xi) = 0, pour tout 1 Q i < n, on a 
Dhnonstration. w 
THEOREM 3.9. Les a&m&ions suivantes sont iquivalentes: 
(a> L’algZbre A d t a me un systhe genh-ateur G tel que toute famille 
(Xi)l<i<m de G” vh$e PmM,(Xi)l<i<m = PmM,(Xi)l<i<m. 
(b) 11 existe une forme linkaire non nulle o : A + K telle que 
M,&,(X)) = ~(~)m-nMn(~,k+ pourtout x E A. 
Dhwnstration. Avant-propos: si m = n, I’existence de l’application OJ 
devient superflue, car si M, et M,!,, sont deux monemes de longueur 
m l’implication PmM,(~i)l<i<m = J’mMk(xi),<i<, * M,(~,(x)) = 
M;(L,(x)) dkoule de la proposition 3.6, il suffit de convenir que w(x)’ = 
1 pour tout x E A. De m$me, si n = 0, dans la dkmonstration qui suit il 
faut remplacer les expressions de type P, MO, MO et Lo par c E A 
(remarque 3.5). 
(a) * (b): Soient ( xijl S i d p une base de A form&e par des %ments de 
G,w:A~K,d6finiepar0(~~~=1,1~i~p,etr=C~~~~~(~~~~.N0~~ 
avons: 
( remarque 3.4) 
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et en utilisant la proposition 3.6(b), 
[par la proposition 3.6(b)] 
x lcFcp ai,laij2ai,3 ‘*’ aiJnMn( Xij,)l_.kGn ( 
’ Jk’ ‘I 
(par la remarque 3.4) 
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= ( 
m -1 
n ’ [ c o(X)m-n I M”M 4) (j,, , j,)CZ, 
car 0.4~) = o(C~<~_ a,x,> = C,,iGP ai. Orcomme 
c OJ(x)m-n = ; w(x)m-n 
tjj,,...,jJCZ, 
( 1 
onobtient M,(L,(x)) = W(X)"-"M,(L,(x)). 
(b) * (a): Comme w est non nulle, soit x E A tel que o(x) = 1 et 
considhrons I’ensemble G = {x + .z I x E Ker o}; il est clair que G engendre 
A et que Vy E G, w( y> = 1. Soit (xijl < i6m une famille de G”. Si I’on 
applique la proposition 3.7 nous avons: 
PmMm(xi)lqi(m = z ( 1 -l c Pn"n(Xik)lSkGn7 
{i, ,..., i,)U(i,+l ,..., i,)=Z, 
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car &xi,) = 1, n + 1 <j < m. Mais, 
Pm%i Xi)l<i$m =(:)-’ c wf”(Xik)14k<” 
{i,,...,i,)Cl, 
donc,parladXinition3.1, PmM,(xi)rGiGm = PmM,(~i)l~i(m. H 
La remarque et la proposition qui suivent vont nous amener i etablir des 
crit&es de minimalit; concernant des algebres v&ifiant des identitk 
polyn6miales symetriques normalisees. 
REMARQUE 3.10. Soit A une algebre v&ifiant l’identite P2 M&x, y) = 
P,M,(r, y) pour les elements dun ensemble de generateurs G. Soient 
X, y, z E G; on a: my + yx = x + y, x.2 + 2x = x + z et y.2 + zy = y + 
2, d’ou z(xy + yx) = 2(x + y), y(xz + zr) = y(x + z) et x(yz + zy) = 
x( y + z). En faisant l’addition terme a terme des trois egahtes, nous 
avons: r(yz) + x(zy) + y(xz) + y(zx) + z(xy) + z(yx) = xz + Zx + Xy + 
yx + yz + zy = 2 x + 2 y + 22. I1 s’ensuit que les elements de G 
v&ifient aussi les identit6s polyn6miales P,M,(x, y, z> = P, M,(x, y, Z> 
et P3M3 (x, y, z) = P,M,(x, y, z). 
L’Qquivalence du theorkme 3.9 permet de retrouver ce resultat rapide- 
ment car A v&ifie x2 = 0(x)x pour tout x E A, d’oti XX’ = w(x)x2 = 
WAX. Enfin, on peut creer de nouvelles identites sur cette algebre en 
remplasant r par n’importe quel mon8me. 
Nous allons Studier plus g&ralement cette situation: 
REMARQUE 3.11. Soient M, et M, deux mo&mes. On d%nit les 
applications mon6miales .Ay+s : At+S + A et Jt o s : A” + A par: 
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Les mon8mes At+, et Mt ~ s sont, respectivement, de longueur t + s 
et ts. 
PROPOSITION 3.12. Soit A une a@bre kifiant les conditions hquiva- 
lentes du thLor&ne 3.9. Alors, pour tout nwn&ne M, on a: 
(a) dm+,(b,+, (x)) = w(x)~-~J~+,(L,+,(x)) pour tout x E A oii, de 
faGon iquivalente, Pm+sKn+s(Xi)l<i$m+s = P7n+s4+s(Xi)l<i4m+s Pour 
toutefamille (x~)~~~~,,+~ de Cm+‘. 
(b) dm.,(b,,(x)) = w(M,(L,(x)))~-‘~~~~(L,~(x)) pour tout x E A. 
De plus, si w est multiplicative, &m r) s (L,,(X)) = o(x)““-“~~~~~(L,,(x)) et, 
dafls ce cas, defagon kquivalente, P,,dj o s(xi)l d i d ms = PmS-& S(xi)l $ i G ms 
pour to&e famille ( xijl d i tF ms de G”“. 
D&non&ration. Dkoule sans difficult6 de la remarque 3.11. n 
DEFINITION 3.13. On dira qu’une algsbre A est Pol(m, n), avec m > 
n, si elle v&ifie les conditions Gquivalentes du th&or&me 3.9, les entiers 
m et n &ant minimaux au sens suivant: si une identitk M,(L,( x)) = 
o.~(x)‘-~M~(~,(x)) est satisfaite par les dl6ments de A alors m + n Q s + t. 
Ainsi par exemple, se refkrant i la thdorie classique des alg&bres non 
associatives, celles de Bernstein d’ordre n appartiennent aux alggbres 
Pol(2 ” + l ,2”) et les constantes de m6me d’ordre, aux alg&bres Pol(n, 0). 
Nous finirons ce paragraphe avec quelques rkultats concernant ces 
alg;bres [nous adoptons I’appellation: “(A, o) une Pol(m, n)-algkbre”]. 
Si MS est un mo&me, on pose d8 = {x E A I M,( bS( x)) = 0) 
LEMME 3.14. Soient (A, w) une Pol(m, n)-al&bre. Alors, LZ$, = 
.z$ U Ker w et si n > 1, A #J&. 
Dkonstration. La premi&e assertion est immkliate car pour tout 
x E A nous avons M,(L,( x)) = w( x)“-“M,(L,(x)) d’oiI~ si M,(L,(x)) # 0 
alors o(x) = 0. Quant ?I la seconde, si A =J$ on aurait M,( L,( x)) = 0 
pour tout x E A et A serait une Pol(m, 0)-alg&bre, ce qui contredit 
I’hypothke. H 
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Toute Pol(m, n)-algebre admet des elements ayant des relations 
d’idempotence. Plus precisement: 
PROPOSITION 3.15. Soit (A, w> me Pol(m, n)-algsbre. Alors il existe 
e E A, tel que o(e) = 1 et M,( b,(e)) = M,( L,(e)). De @us, si n 2 1 il 
existe de telles relations non triviales. 
Dhmstration. Si n = 0, M,(I,( x>> = o(x)“‘c pour tout x E A 
(remarque 3.5); or, comme o # 0, il suffit de choisir e tel que w(e) = 1. 
Pour ce qui reste, si n 2 1, du lemme 3.14 on deduit qu’il existe x E A tel 
que M,(b,(x)) = w(x)~-~M,(L,(x)) f 0, doti, en posant e = o(x)-~x, 
nous avons: o(e) = 1 et M,(b,(e)) = M,( b,(e)) # 0. w 
REMARQUE 3.16. Soit Ip( A),,, = {x E A I M,&,(x)) = M,&,(X)) + 
O}. La proposition precedente nous dit que si n > 1, Ip( A),,,, n + 
0. Dorenavant, on fure e, E A tel que M,(&,(e,)) = M,(L,(e,)) Z 0 et 
w(e,) = 1. Si Kc, C+ Ker o est la decomposition de Peirce de A par rapport 
i e,, on v&ifie sans difficult6 que les elements de Ip( A),, n sont de la forme 
Ae, + x, avec A”-” = 1. 
PROPOSITION 3.17. Soit (A, w) une Pol(m, n)-algcSbre. Les conditions 
suivantes sont 6Gquivalentes: 
(a) &, = Ker o. 
(b) d:, c Ker o. 
(c) &j n {E E A I W(E) = 1) = 0. 
(4 Ip( A),, ” = (6 E A 1 0(6)~-” = 1). 
Dhmstration. Que (a) a (b) est immkliat par le lemme 3.14. Puis, 
(b) * (c) car (Ker w n {E E A I W(E) = 1) = 0. Montrons que (c) * (b): 
soit y E&$. Si o(y) # 0,1’616ment 2 = o(y)-ly verifie 2 Ed” et w(z) = 
1, ce qui contredit l’hypothkse. Pour (b) =+ Cd), il suffit d’etablir que { 8 E A 1 
w(e) m-n = 1) c Ip( A),, n (remarque 3.16): si ~(0>~-” = 1, nous avons 
M,( ~~(6))) = M,,( L,( 0)); de plus, comme 8 G Ker w, par hypothese, 
M,(L,(e)) # 0. Pour finir, montrons que Cd) 3 Cc): si O(E) = 1, il existe 
x E Ker w, tel que E = e, + x do&, par hypothese, E E Ip( A),,,, n et de ce 
fait, M,(L”(&)) # 0. n 
Soit (A, w) une Pol(m, n)-algebre. L’application w n’est pas forcement 
unique: en effet, si h E K est tel que A”- ” = 1, nous avons w(x)m-n = 
[hw(x)l”-” ceci veut dire que l’application w ’ = Aw v&&e ( A, 0’) = 
(A, 01. 
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Plus g&&alement, si (A, o) une Pol(m, n)-algebre et o’ : A + K une 
forme lin6aire telle que (A, w’) = (A, w), il est clair que I’“‘-” = 1. 
De plus: 
PROPOSITION 3.18. Les conditions suivantes sont bquivalentes: 
(a> w’ = w’(e,)w. 
(b) Ker w = Ker w. 
Dhwnstration. Que (a) * (b) est immediat. Quant a (b) * (a), si 
y~Ailexistea~Ketx~Kerwtelquey=cye,+x.Or,o(y)=cuet, 
par hypothese, w’(x) = 0; de ce fait, w’(y) = w’(e,)w(y) d’oti le r&ultat. 
n 
PROPOSITION 3.19. Soit (A, w) une Pol(m, n)-alg&e. 
(a) Si l’une ah conditions de la proposition 3.17 est v&ifihe, alors 
pour toute application 0’ telle que (A, w’) = (A, w), les conditions de la 
proposition 3.18 se rhalisent. 
(b) Si w est une pondhation (i.e., multiplicative), elle est unique. 
Dhrwnstration. (a): Dans la definition de l’ensemble &m la forme 
lineaire n’intervient pas. De ce fait, de la proposition 3.17(a) il resulte que 
L$ = Ker w = Ker w’, done la proposition 3.18 se realise. Quant a (b), nous 
avons &M,(L,(x))) = w(x)” d’ou &‘, C Ker o, c’est-i-dire la proposition 
3.17 est v&if%. Ainsi, si o’ est telle que (A, 0’) = (A, w) alors, par (a), la 
proposition 3.18 est v&if%, done W’ = o’(e,)w. Or w etant une pondera- 
tion, Ker w est un id&l et il en est de m6me de Ker w’ (car Ker o’ = Ker w), 
d’ou 6~’ est multiplicative. De ce fait, ti’(e”)’ = w '(ei) = w ‘(e,>w(et> = 
g’(e,)w(e,)2 = w’(e,) d’ou o’(e,) = 1 done W’ = w. n 
4. IDEMPOTENTS. PONDkRATION ET DIMENSION 
Dans ce paragraphe, nous allons 6tudier quelques Pol(m, n)-algebres 
dans le cas commutatif. 
Dans plusieurs cas, l’identite mon6miale M,( brn( x)) = w(x)“‘- “M,( L~( x)) 
impose l’existence d’idempotents et la multiplicativite de w; de m&me, elle 
impose des conditions sur dim A, permettant de conjecturer que la dimen- 
sion dune Pol(m, n)-algebre engendr6 par des idempotents est > m. 
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Par exemple, dans la Po1(4,2)-alghbre (x2)’ = w( x)‘x2, trait&e ci-dessous 
(4.71, il y a toujours des idempotents non triviaux et o est multiplicative. De 
plus, quand leur dimension est 3, elles n’admettent pas de base d’idempo- 
tents. C’est alors, une catkgorie kquivalente i celle des algkbres de Bernstein 
d’ordre 1, bien connues, introduites par [2], et qui ont &G le sujet de 
plusieurs &udes (entre autres, [l] et [7]): on peut, done, dkfinir ces alghbres 
(de Bernstein) avec moins de conditions de structure. 
Nous aurons besoin des rkultats suivants: 
4.1 
PROPOSITION 4.1. Soient A une K-alg;bre et w : A + K une forme 
lin&aire. Si pour tout x E A tel que w(x) = 1 on a w(x’> = + 1, alors l’une 
des deur applications w ou w’ = - w est multiplicative. 
D&non&ration. Soit x E A tel que w(x) = 1 et w(x2> = k 1. Si 
dim A = 1, x est l’unique &ment de A tel que w(x) = 1 et forchment 
x2 = +x, or, si 1c2 = --x alors on pose w’ = -6.I, x ‘=retonaw’(x’)=l 
et w’(x’~) = 1. Autrement, soit y E A tel que w(y) = 1 et w(y2> = + 
1. Montrons que w(x2> = 1 e w(y2> = 1: en effet, si w(x2> = 1 et 
o(y2> = -1, soit .z = ax + (1 - a>y avec ff E K et 1 # (Y # 0; comme 
w(z) = 1 on a w(z2> = * 1. Or, z2 = cx2x2 + 2~1(1 - f_x)xy + (1 - cxj2y2 
done f 1 = w(z2> = cx2 + 2a(l - a)w(xy> - (1 - (u)~ d’oti o(xy> = 
(Y-l ou w(xy> = (1 - cz-I ce qui est absurde car w(xy> ne peut pas 
dGpendre de (Y. Comme il existe e E A tel que w(e) = 1, l’ensemble 
{e + x I x E Ker w} est g&rateur de l’alghbre et done on peut choisir une 
base Ceil, E I de A telle que w(e,> = 1 Vi E I. Si o(ef) = 1, comme 
o<i<ei + ej)) = 1 
alors o([i(ei + e.>12> = 1 d’o; on dkduit que o(e,ej> = 1 et de ce fait 
que o est multip Icative. Enfin, si w(eF) = - 1 en changeant w par o’ = I. 
-w et e, par ei = -ei on a o’(e:> = w’(ei2> = 1, Vi E Z, done w’ est 
multiplicative. n 
4.2 
COROLLAIRE 4.2. Soient A une K-algsbre et w : A + K une forme 
linkaire telle que Qx E A on a w(x2> = AWN. Alors, w ou w’ = -CO est 
multiplicative. 
Dhnonstration. Dkoule de la proposition antkrieure. w 
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4.3. La Pol(2, I)-Algibre: x2 = w(x)x, Vx E A 
Comme w est une application non nulle, A admet trivialement un 
idempotent; de mcme o est multiplicative car w(x’) = w(x>~. Enfin, dim 
A > 2: en effet, dans le cas contraire, elle serait constante d’ordre 2, 
c’estklire, une Po1(2,O)-algebre. C’est done une catkgorie equivalente a 
celle des algebres de Bernstein d’ordre 0. 
4.4. La Pol(3, I)-Algt?bre: x3 = WAX, Vx E A 
PROPOSITION 4.4.1. L’application w est multiplicative et Ip( A) # 0. 
Dhwnstration. Nous allons montrer que Vr E A, o( x2) = f o( x>‘. 
Soient x, y E A; en polarisant (x + yj3 = w(x + y>‘(n. + y>, nous avons: 
(1) x2y + 2x(xy) = w(xj2y + 2w(x)w(y)x, ‘dx, y E A. 
Soit z E A, w(z) = 0: de z3 = W(Z>~Z on a z3 = 0. Or si .z2 # 0, en 
remplagant x par 2 et y par .z 2 dans (l), il en r&he (z~>~ = 0 done 
(z213 = 0. Mais, par hypothese, (z2j3 = GJ(Z~)~ZZ~ d’oij w(.z2) = 0. Soit 
z E A, w( z> # 0; en remplasant x par z et y par z2 puis x par z2 et y par 
z dans (l), nous obtenons les identites: 
(2) (.z2>’ + w(z>~~’ = 2w(z)w(z2)z et 
(3) 2(22>2 + 2w(z) z 2 3 = o(z2)22 + 2w(z>w(z2>z2. 
De lop&ration z X (3) - (2) ‘1 i resulte w(z2)‘2 = W(Z)~Z d’o;l w(z2> = f 
~(2)~. Par le corollaire 4.2 il s’ensuit que w est une pond&ration. Quant i la 
dew&me affirmation, si w(z) = 1, de (2) on obtient ( z2)2 = 2 z - .z2 et un 
calcul simple montre que e = $z + $z” est un idempotent non trivial de A. 
w 
REMARQUE 4.4.2. Nous allons regarder la structure dune Pol(3,1)- 
algebre du point de vue de la decomposition de Peirce Ke @ Ker w. 
Soit z E Ker w. En remplac;ant x par e et y par z puis y par e et x par 
z dans (la proposition 4.4.1(I), nous avons: 
(a) ez + Ze(ez) = z et, 
(b) ez2 + 2z(ez) = 0. 
Si I’on pose ez = A.2 avec h E K, nous obtenons par (a): A = d et 
A= -1. 
Ond~finitU={u~Kerwleu=~u}etV={u~Keroleu= -v}. 
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Si x E Ker w on a x - 2ex E V: en effet, e(x - 2ex) = ex - 2e(ex), 
mais de (a), 2e(ex> = x - ex d’oh e(x - 2ex) = -(x - 2ex); de la msme 
fason on montre que x + ex E U. Or, comme x = :(x + ex) + +(x - 2ex) 
il en rhsulte que Ker w = U 8 V. De plus, nous avons U2 C V, W C U et 
V2 = (O}; montrons la demihe affirmation: soit v E V; comme Ker w est un 
id6al v2 E Ker w, en faisant z = v2 dans (b), nous avons ev2 = 2v2 d’ob, 
par (a) v2 = 0. Avec ces relations, on itablit sans difficult6 que Ip( A) = 
{e + u’+ +u” I u E U}. 
REMARQUE 4.4.3. I1 est clair que la dimension d’une Pol(3, I)-algkbre 
est > 2. 
L’exemple qui suit prouve que dim A n’est pas forchment > 3: soient A 
l’alg&bre de base {e, v} avec e2 = e, ev = -v, v2 = 0, et w : A + K dhfinie 
par o(e) = 1 et o(v) = 0. L’application o est une pond&ration, done 
unique, et v&&e x3 = o(~)~x. Puis, comme (ffe + pv)2 = ly2e - 2cz/3v, 
pour tout (Y, p E K, l’alggbre A ne peut en aucun cas &re Pol(3,0), Pol(2,l) 
ou Pol(2,O). 
4.5. La Po1(3,2)-Algsbre: x3 = &)x2, Vx E A 
Plusieurs cas de figure se prkentent ici: 
4.5.1. Si w est une pond&ration ces alghbres sont connues: appelbes de 
Bernstein-Jordan d’ordre 1, ont 6t6 &%&es par [S]. Elles admettent des 
idempotents non triviaux et leur dimension est obligatoirement > 3: en effet, 
si {e, y} est une base de A avec e2 = e, w(e) = 1 et w(y) = 0 alors y2 = 0 
et ey = 0 ou ey = $y. Dans le premier cas il s’agit d’une Pol(2,0)-algkbre, 
dans le second d’une Pol(2, I)-algkbre. 
4.52. Si w n’est pas une pond&ration et il existe des idempotents non 
tfiviaux: ces alg6bres ont 6t6 &&es par [3] et sont connues comme les 
alghbres de Bernstein-Jordan-Faibles. Leur dimension n’est pas for&- 
ment 2 3: en effet, si (e, y) est une base de A avec e2 = e, y2 = e et 
ey = 0, l’application w dhfinie par o(e) = 1 et o(y) = 0 est l’unique forme 
linkiire telle que x3 = w(r>x2, Vx E A [ceci rhsulte des identith e3 = e2 = 
e et (e + Y)~ = (e + Y)~ = 2e]. Or, si x = (Ye + fly nous avons x2 = 
(cze + /3 Y)~ = ( a2 + /3 2)e; ceci, avec l’unicitk de o, montre que A ne peut 
en aucun cas &re Pol(3, l), Po1(3,0), Pol(2,l) ou Pol(2,O). 
4.5.3. Enfin, w n’est pas une pond&ration et il n’existe pas d’idempo- 
tents non triviaux. Ces algkbres ne sont pas forcbment de dimension > 3: 
prhnons, par exemple l’algsbre de base {e, y} avec e2 = y, ey = y, y2 = 
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0, et w l’application dhfinie par o(e) = 1 et w(y) = 0 [on montre sans 
difficulty que w est I’unique forme h&ire telle que x3 = w( x)x’, Vx E A]. 
4.6. La Pol(4, I)-Alggbre: (x2j2 = dd3x, VX E A 
PROPOSITION 4.6.1. Ip( A) # Bet o est multiplicative. 
Dhrwnstration. De la polarisation de [(x + yj2]” = w(x + yj3(x + y) 
il r&&e: 
(1) 4(xyj2 + 2x2y2 = 3w(x>2w(y)y + 3w(~)o(y>~r et 
(2) 4xVxy) = owy + 3o(r>%(y)x. 
Soit z E A, (z2j2 = z, o(z) = 1 (proposition 3.15); posons w(z2) = A. 
Nous allons montrer que (z3j3 est un idempotent. Comme (z~>~ = z alors 
z2 # 0 et [(z2>2]2 = z2; mais, [(z2j212 = A3z2, d’oG 
(3) A3 = 1. 
Si l’on remplace x par z et y par z2 dans (1) et (2), ensuite x: par z2 et y 
par z dans (2>, et, enfin, x par z et y par z3 dans (21, nous obtenons: 
(4) 4(23>2 = Sh[hz + z”] - 2z3, 
(5) 4z2z3 = 3hz + z2, 
(6) 4z4 = z + 3A2z2 et 
(7) 4z2z4 = z3 + 30(z3)2. 
Or, [(x3)212 = OOZE: si l’on multiplie (6) par z2 nous obtenons l’dentit6 
(7) d’oh o( z 3> = A2 done w( z3)3 = A” = 1; ainsi 
[ I (2)” 2 = z3* (*> 
En multipliant (4) par 42 3 et en utilisant (31, (5) et (6) pour simplifier 
l’expression rksultante, on a: 4(~~)~ = 3A[Az4 + z2z3] - 2(23)2 = Sh[Az + 
z2] - 2(z3j2. Mais de (41, 3A(Az + z2) = 4(z3j2 + 2z3 d’oh (z3j3 = 
+[z” + (z3j2]. E n utilisant ( * >, on vhifie facilement que (.z3j3 est un 
idempotent. 
Soit done e E Q(A). Montrons que Ker w est un id&l, i.e., si z E Ker w 
alors ez, z2 E Ker o. Si l’on remplace x par e et y par z dans (1) et (2>, 
nous obtenons les relations: 
(8) 4(ezj2 + 2ez2 = 0 et 
(9) 4e(ez) = 2. 
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On pose ez = (ye + s avec (Y E K et s E Ker w; de (9) on a cze + s = ez = 
4e[e(ez)] = 4ae + 4e(es) = 4cze + s d’oh (Y = 0 done ez E Ker w. Mon- 
trons, maintenant que z2 E Ker w: comme ez E Ker w, en remplasant z par 
ez dans (8), 4[e(ez)]” + 2e(ez)’ = 0 d’oh, par (9), z2 + 8e(ez)’ = 0; or, en 
multipIiant (8) par 2e on a &e(ez)’ + 4e(ez2) = 0, done 4ece.z’) = z2. En 
posant z2 = /3e + t, avec /3 E K et t E Ker w, et en utilisant (9) il en 
rkulte que z2 E Ker o. n 
REMARQUE 4.6.2. 
nant des aspects de 
a A=ZZe@U@V, 
ev = - iv]. De plus, 
U E U}. 
Ainsi, cette Po1(4,1)-alg;bre est pond&e. Concer- 
structure, nous nous en remettons done 2 [6]. On 
avec U = (U E Ker w I eu = iu}, V = {v E Ker w I 
U2 c V, W c V,.V’ c V et Ip(A) = {e + u + &L” I 
REMARQUE 4.6.3. L’alg;bre A peut avoir un seul idempotent (si et 
seulement si V = {O}), mais dans ce cas, dim V > 2: en effet, si dim V = 1 
alors V2 = (0} et on v&ifie facilement que A est constante d’ordre 3, done 
une Po1(3,0)-algkbre.. 
Enfin, les exemples qui suivent montrent qu’il peut y avoir de telles 
alg&bres avec dim A = 3, la premihre avec un seul idempotent, la seconde 
avec une i&nit& (les produits non signal& sont nuls): (a) A de base {e, v, v’} 
et table de multiplication e2 = e, ev = - iv, ev’ = - iv’, v2 = v’; (b) A 
de base {e, u, v} et table de multiplication e2 = e, eu = iu, ev = - iv. 
PROPOSITION 4.6.4. Si dim V = 2 alors dim A > 4. 
Dhonstration. Soit {u, u’} une base de V. Si V = {0}, le syst;me 
{e, e + u, e + u’} est une base de A &&ant: Vr, y E {e, e + U, e + u’}, 
xy = +<x + y). Dans ce cas, A est au plus une Pol(2,1)-alghbre. Done 
dimV>ld’ohdimA>4. n 
4.7. La Pol(4,2)-Algibre: (x2j2 = WAX”, Vx E A 
PROPOSITION 4.7.1. Ip( A) # @et w est multiplicative. 
Dhnonstration. On sait qu’il existe s E A tel que (s2)’ = s2 f 0, 
w(s) = 1 (proposition 3.15). Soit e = s2; on a: e2 = e et de (e2)2 = w(e>2e2, 
il s’ensuit que w(e) = 1. L’ensemble {e + x I x E Ker 01 est g6n6rateur de 
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l’algebre et done on peut choisir une base dont chaque element a une image 
par w &gale B 1. 
Si les conditions de la proposition 4.1 sont vkfikes, comme w(e2> = 
1, alors w est une ponderation. Montrons, done, que si o(z) = 1 alors 
w(z2> = fl. 
Si I’on polarise [(x + yj212 = w(x + yj2(x + yj2 nous obtenons: 
(1) 2x2y2 + 4(xyj2 = 4o(x)w(y)ry + w(xj2y2 + w(yj2x2 et, 
(2) 4xZ(xy)2 = 2w(x)w(y)x2 + 2w(x)%y. 
Soit z E A. Si z 2 = 0, en remplas ant x par z et y par e dans les 
relations (1) et (2>, il resulte 4(ez)2 = 4w( z)ez + w(z)2e et w(.zj2ez = 0 et, 
dans tous les cas (soit ez # 0, soit ez = O), w(z) = 0. 11 s’ensuit que si 
w(z) # 0 alors .z2 # 0. Soit o(z) = 1; done (.z2j2 = z2. Rempla(;ons dans 
(1) x par 2, y par z2 et dans (21, x par z, y par z 2 puis x par .z2 et y par 
z: nous obtenons les identites 
(3) .z2 + 4c.z~~)~ = 4w(z2)z3 + w(22)2z2 et 
(4) 4z2z3 = 2z3 + 2w(z2)z2 = 2w(.z2j2z3 + 2w(z2)z2. 
Or, de (3) si .z 3 = 0 ou de (4) si z3 # 0, on en deduit que o( .z2j2 = 1, done 
w(z2> = fl. n 
REMARQUE 4.7.2. Cette Po1(4,2)-algebre est done de Bernstein d’ordre 
1. On sait que sa decomposition de Peirce relative a l’idempotent e est 
A = Ke @ U @ V, avec U = {u E Ker w I eu = &L}, V = {u E Ker w I eu = 
0). De plus, on a U2 CV,UVCU,V2CUetIp(A)={e+u+u21uE 
U} (voir [l] et [7]). 
REMARQUE 4.7.3. Constatons qu’une telle algebre a au moins deux 
idempotents, a fortiori libres: en effet, si A n’admet qu’un seul idempotent, 
U = (0) done A = Ke @ V, avec V2 = (0); par consequent A est une 
Po1(2,0)-algebre. Plus g&&alement, on montre sans diffilculte qu’on ne peut 
pas avoir U2 = V 2 = W = (0) car alors elle serait, au plus, une Po1(3,2)- 
algebre. 
PROPOSITION 4.7.4. Nous avons: 
(a) Si dim U > 2 alors dim A > 4. 
(b) Si dim A = 3, alors A admt une base {e, u, v} telle que: e2 = e, 
eu = $L, ev = 0, u2 = 0, uv = cxu et v 2 = @u avec f2, /3 E K, (a, p) # 
(0,0X 
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D&mm.stration. Si U 2 = {0}, forckment dim V > 1 car sinon U2 = 
V2 = W = (0) (remarque 4.7.3); puis, si U2 # {O} soit (u, u’) un syst;me 
libre de U: le systkme {e, e + u + u2, e - u + u2, e + u’ + u’~} est libre. 
Ceci montre (a)., Quant i (b), de (4.7.3) et (a) on d6duit que dim U = dim 
V = 1. Montrons que U2 = 10): en effet, dans le cas contraire, le systhme 
B = {e, e + u + u2, e - u + u”} est une base d’idempotents de A et un 
calcul simple montre que pour tout, x, y, z E B on a x( yz) + Z(xy) + 
y( zx) = xy + xz + yz et, dans ce cas, A est au plus une Po1(3,2)-alghbre. 
Soit {e, u, u} une base de A: de la remarque 4.7.3 on d6duit que uu = (YU et 
y2 = /3u avec (Y, p E K, ( LY, p) f (0,O). n 
4.8. La Po1(4,3)-Alg?bre: (x2j2 = dxh 3, Vx E A 
PROPOSITION 4.8.1. Ip( A) # 0et u est une pondhation. 
Dthonstration. De la polarisation de: [(x + y)2]2 = o(x + y)(x + Y)~ 
nous obtenons les relations: 
(1) 4(xy)2 + 2x2yz = w(x)[xy’ + 2y(xy)l + o(y)[x2y + 2dxy)l et 
(2) 4xYxy) = o(y)x3 + o(x)[x2y + 2x(xy)I. 
Soit z E A, w(z) = 1 et ( z2>2 = z3 # 0 (proposition 3.15). Posons 
o( z2) = A. Comme ( z3)2 = A( 22)3 il en rhulte 
(3) (23)2 = Az2z3 = A(z2)3 
car (z~)~ = z’(z’)~ = z2z3. Si l’on remplace x par z et y par z2 dans (1) et 
(2), puis x par z2 et y par z dans (2), on obtient: 
(4) 4(~~)~ = hz3 + (2A + 1)z4 = (z~)~ + h[z4 + 2z2z31 et 
(5) 4z2z3 = (A + 1)z3 + 2z4. 
Si A = 1, des relations ci-dessus, nous obtenons (zz~)~ = (z~)~ = z2z3 et 
4(~~)~ = (z~)~ + (z4 + 2~~2~) = 2(z3 + z4) d’oii (z~)~ = z4 et ensuite 
(23)2 = z3, c’est 2 dire, z3 E Ip( A). 
Montrons done que A = 1. De (3) nous avons (z~)~ = Az2z3, d'ok 
en multipliant (5) par A, on trouve 4(z3)’ = A( A + 1)~~ + 2 Az4, done, en 
utilisant (4), Az3 + (2A + 1)~~ = A(A + 1)~~ + 2Az4 d’oh 
z4 = A2z3. (*> 
Puis, comme (.z2)3 = z2z3, en multipliant (4) par 4, nous avons 4Az3 + 
4(2A + 1)z4 = 4(2A + 1)z2z3 + 4Az4 puis, en utilisant (5) pour remplacer 
4z2z3,4Az3 + 4(2A + 1)z4 = (2A + l)[(h + 1)z3 + 2z41 + 4Az4 d'oh 
2z4 = (2A2 - A + 1)~~. (**> 
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De (*) et (* *) on obtient 2h2z3 = (2A2 - h + 1)z3 et comme z3 Z 0, 
h = 1. 
Soient e un idempotent de A et z E Ker w. Nous allons dkmontrer que 
Ker w est un id&l: si l’on remplace x par e et y par z dans (1) et (2) now 
avons : 
(6) 4(ez)2 + ez2 = 2z(ez) et 
(7) Se(ez) = ea. 
En utilisant les techniques d&elopp&es dans le paragraphe precedent, on 
montre sans difficult& que 
zEKerw w ez E Ker w 0 2e(ez) = ez. (*I 
En appliquant (6) sur ez, nous avons 4[e(ez)12 i- e(ez.j2 = %eZ)[e(ez)l aok 
par (7), e(ez)2 = 0, et on trouve sans difficult&, (ez)2 E Ker w. De mkne, 
car z + ez E Kerw, 4[e(z + ez)12 + e(z + ez)2 = 2(2 + ez)[e(z + ea)] et 
de ceci, en appliquant (7) ez2 + 2e[z(ez)l + 6(ez)2 = 3z(ez). En simphfi- 
ant l’expression B l’aide de (6) nous avons 2e[z(ez)] + 2(ez)2 = dez>; or, 
comme e(ez)2 = 0, nous obtenons 2e(e[z(ez)l) = e[z(ez)l d’ok du resultat 
(*), ( ) K z ez E er o. Or, de (6) ez2 = Zz(ez) - 4(ez)2 d’ou ez2 E Kero 
done, encore de ( * >, z2 E Ker o. Ceci prouve que Ker o est un id&l. n 
REMARQUE 4.8.2. Nous allons regarder la structure de cette algsbre du 
point de vue de la decomposition de Peirce Ke @ Ker w. Soit z E Ker w: 
nous savons que 4(ez)2 + ez2 = &z(ez) et 2e(ez) = ez; de plus, en 
remplasant x par z et y par e dans la proposition 4.8.1(2) nous avons 
4z2(ez) = z3. 
Avec ces trois relations on prouve sans difficult6 que Ker o = U $ V, 
avec U = {u E Ker w I eu = ia} et V = {u E Ker o I eu = 0); de plus, on a 
U2 c V, W C U, V2 c V et les identites u3 = u3 = 0, u% = Zu(uv) et 
w2 = 2u(uu). E&n, nous avons Ip( A) = {e + u + u2 I u E U}. 
REMARQUE 4.8.3. Une telle algebre est de dimension > 4: en effet, si 
U = {O} elle est Pol(3,0>, et si V = (0} elle est Pol(2,l). Done, si dim A = 3, 
elle admet une base {e, u, u} et la table de multiplication: e2 = e, eu = i$, 
u2 - - ffu, uu = @_I et u2 = 3/v, a, P, 7 E K (les autres produits &ant nuls); 
comme u3 = 0, y = 0 et de uu2 = 2u(uu) on trouve p = 0; mais, avec ces 
produits, il s’agit dune algebre de Bernstein d’ordre 1 (paragraphe 4.7). 
Done, dim A 2 4. 
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Voici un exemple dune telle algebre: A de base {e, u, u, WI et la table de 
multiplication: e2 = e, eu = +u, us = us = w2 = v + w, vw = -(V + W). 
4.9. Comentaire 
L’etude des cas ci-dessus met en evidence le lien t&s fort entre l’ex- 
istence dun idempotent et la multiplicativite de w, situations en general 
equivalentes, sauf dans les ~01(3,2)-algebres. Or, les resultats obtenus, et en 
particulier concernant les ~01(4,3)-algebres &ml&es ici, nous am&rent 
raisonnablement B penser que cette qua& structurelle (idempotent, 
pond&ration) depend de l’exposant de w(x) dans l’identite monGmiale, mais 
aussi du nombre de relations independantes qu’on obtient quand on polarise 
la dite identite. I1 s’agit done de voir comment les degres des monemes en 
question, jouent un rGle sur la structure de l’algebre. Ce probleme ouvert 
m&rite d’&re &udi& 
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